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UN EXEMPLE DE FEUILLETAGE MODULAIRE
DE´DUIT D’UNE SOLUTION ALGE´BRIQUE DE
L’E´QUATION DE PAINLEVE´ VI
par
Gae¨l Cousin
A` la me´moire de Marco Brunella.
Re´sume´. — On peut construire facilement des exemples de connexions plates
de rang 2 sur P2 comme tire´s en arrie`re de connexions sur P1. On donne un
exemple de connexion qui ne peut eˆtre obtenue de cette manie`re. Cet exemple
est construit a` partir d’une solution alge´brique de l’e´quation de Painleve´ VI.
On en de´duit un feuilletage modulaire. La preuve de ce fait repose sur la
classification des feuilletages sur les surfaces projectives par leurs dimensions de
Kodaira, fruit du travail de Brunella, McQuillan et Mendes. On de´crit ensuite
le feuilletage dual. Par une analyse fine de monodromie, on voit que notre
surface bifeuillete´e est reveˆtue par la surface modulaire de Hilbert construite
en faisant agir PSL2(Z[
√
3]) sur le bidisque.
1. Introduction
Les feuilletages modulaires sont des feuilletages naturels sur les quotients du
bidisque par des re´seaux irre´ductibles Γ de PSL2(R)×PSL2(R). Ils sont induits
par les feuilletages horizontaux et verticaux du bidisque et sont naturellement
munis de structures transversalement projectives. On peut se donner un tel Γ
par le choix d’un nombre re´el quadratique, voir section 2.1.
Dans une classification re´cente de Brunella, McQuillan et Mendes, parmi
les feuilletages sur les surfaces projectives, les feuilletages modulaires sont
caracte´rise´s par leurs dimensions de Kodaira : kod = −∞ et ν = 1 ; ce sont
deux invariants nume´riques codant les proprie´te´s de tangence du feuilletage.
Dans [MP05], Mendes et Pereira donnent les premiers exemples de mode`les
birationnels explicites pour des feuilletages modulaires. La de´couverte de ces
Mots clefs. — feuilletages holomorphes, dimension de Kodaira, surfaces modulaires de
Hilbert, connexions plates, e´quation de Painleve´ VI.
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feuilletages est fonde´e sur une bonne connaissance de la surface sous-jacente.
Il apparaˆıt que les structures transversalement projectives de deux de ces
exemples (les feuilletages H2 et H3 associe´s a`
√
5 dans [MP05]) correspondent
a` des de´formations isomonodromiques de feuilletages de Riccati a` quatre poˆles
sur P1 × P1 → P1, c’est a` dire a` deux solutions de l’e´quation de Painleve´
VI (PVI). Ces solutions sont, par construction, alge´briques ; elles sont des
transforme´es d’Okamoto de solutions icosahe´drales de Dubrovin-Mazzocco
[DM00], les solutions n˚ 31 et 32 de la liste de Boalch [Boa06].
L’objectif principal de cet article est de produire un exemple de feuilletage
modulaire en inversant cette construction : le choix d’une solution de l’e´quation
de Painleve´ VI parame´tre´e par une courbe C donne un feuilletage de Riccati
R sur un P1-fibre´ P → P1 × C ; en choisissant une section de ce fibre´, on se
donne un feuilletage transversalement projectif F sur la surface P1 × C ; on
souhaite que ce dernier soit un feuilletage modulaire.
Le choix de la solution de (PVI) est bien suˆr guide´ par les proprie´te´s des
feuilletages modulaires : on a des contraintes sur la monodromie de R et,
d’apre`s Touzet [Tou03, The´ore`me III.2.6.], F ne doit pas eˆtre tire´-en-arrie`re
rationnel d’un feuilletage de Riccati R0 sur une surface alge´brique. Cherchant
a` obtenir un des feuilletages modulaires sur la surface rationnelle associe´e a`√
3, on a ainsi e´te´ conduit sans ambigu¨ıte´ a` la solution utilise´e a` la section 2.1.
On a trouve´ un groupe de syme´tries d’ordre 4 pour le feuilletage de Riccati R
construit a` partir de cette solution. Soit R˜ le feuilletage de Riccati quotient. En
choisissant une section du P1-fibre´ sous-jacent a` R˜, on a obtenu le feuilletage
Fω de´crit ci-dessous.
The´ore`me 1.1. — La surface bifeuillete´e (P2, {Fω,Gτ}) est un mode`le bira-
tionnel d’une surface modulaire munie de ses feuilletages modulaires, ou`
ω = −12y(1+3y)(3x−y)dx+[(10− 18x)y2 − 9x(18x− 5)y − 9x2(9x− 2)] dy
et
τ = −12y(1 + 3y)(12x − y − 3)dx
+
[
(4− 18x)y2 − 3(18x − 1)(3x − 1)y + 9x(2 − 9x)(x− 1)] dy.
De plus, l’involution birationnelle de P2 suivante e´change F et G.
σ : (x, y) 7→
(
3 y(3 y+13)x−y(7 y+9)
(135 y+9)x−3 y(3 y+13) , y
)
.
La preuve de ce the´ore`me est fonde´e sur un calcul de dimensions de Kodaira.
Apre`s un reveˆtement double, on obtient les feuilletages modulaires de Hilbert
construits en faisant agir Γ = PSL2(Z[
√
3]) sur le bidisque (voir the´ore`me 3.6).
On peut en fait voir que la surface feuillete´e du the´ore`me 1.1 est celle construite
a` partir de l’extension de Hurwitz-Maass de PSL2(Z[
√
3]), cf lemme 3.5.
Dans [CS08, Theorem 2 p 1273], Corlette et Simpson e´tablissent un re´sultat
de factorisation pour certaines repre´sentations ρ : pi1(X) → PSL2(C) de
groupes fondamentaux de varie´te´s quasi-projectives : si la repre´sentation ne
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se factorise pas par une courbe, alors elle est tire´-en-arrie`re par une applica-
tion f : X → Y d’une des repre´sentations tautologiques d’un quotient Y d’un
polydisque. Ils manifestent leur inte´reˆt pour la de´termination d’une telle ap-
plication f pour les repre´sentations de monodromie des feuilletages de Riccati
obtenus a` partir de solutions alge´briques de (PVI). C’est ce que nous avons
fait ici pour notre feuilletage initial R, avec Y une surface modulaire.
Pour les proprie´te´s ge´ne´rales des feuilletages sur les surfaces on se re´fe`re
a` [Bru00]. Pour des proprie´te´s particulie`res des feuilletages modulaires, on
pourra consulter [MP05]. Pour les notions relatives aux feuilletages transver-
salement projectifs, on recommande [LP07] et [CLNL+07]. Pour une intro-
duction aux connexions logarithmiques plates, voir [NY02]. Enfin, pour les
calculs de groupes fondamentaux, on propose [Shi] ou [CA11]. Par commo-
dite´, on a employe´ fre´quemment un logiciel de calcul formel pour nos discus-
sions. Toutefois, ce recours au calcul formel ne s’ave`re strictement ne´cessaire
que pour ce qui est de´crit a` la section 2.2.
L’auteur tient a` remercier chaleureusement son directeur de the`se Frank Lo-
ray ainsi que Jorge Pereira pour leurs nombreuses indications. Remerciements
e´galement aux membres de l’e´quipe de ge´ome´trie analytique de l’IRMAR, a`
Philip Boalch, Serge Cantat, Slavyana Geninska et a` Pierre Py. On remercie
aussi le CNRS pour son financement de the`se, l’IRMAR pour son accueil per-
manent et l’IMPA pour un se´jour fructueux. Les commentaires du referee ont
permis une grande ame´lioration de ce travail. Qu’il en soit remercie´.
1.1. Surfaces modulaires, feuilletages modulaires. — SoitK = Q(
√
d)
avec d ∈ N∗ sans facteur carre´. Soit OK l’anneau d’entiers de K. Les deux
plongements de K dans R induisent deux plongements de PSL2(OK) dans
PSL2(R) : γ 7→ A et γ 7→ A¯, ou` A 7→ A¯ est l’action du groupe de Galois de K.
On obtient un plongement i : PSL2(OK) → PSL2(R)2, γ 7→ (A, A¯). Soit ΓK
l’image de i.
D’apre`s Baily-Borel [BB66, Theorem 10.11] Le quotient XK = (H×H)/ΓK
est une surface complexe singulie`re qui se compactifie en une surface projective
YK par adjonction d’un ensemble fini de points (cusps) aux bouts de XK . Les
singularite´s de XK sont des singularite´s ”quotients cycliques”, on les appelle
aussi singularite´s de Hirzebruch-Jung. Leur de´singularisation a e´te´ donne´e par
Hirzebruch [Hir53], voir aussi [dlHS79, §IV]. Cette de´singularisation consiste
a` remplacer chaque point singulier par une chaˆıne ade´quate de courbes ration-
nelles lisses : une chaˆıne de Hirzebruch-Jung.
Chaque cusp donne aussi lieu a` une singularite´ de YK , la de´singularisation
des cusps a` e´te´ explique´e par Hirzebruch dans [Hir73, §2]. Cette fois, chaque
singularite´ est remplace´e par un cycle (contractile) de courbes rationnelles
lisses. On notera ZK ou Z√d la surface projective lisse ainsi obtenue, cette
surface est appele´e la surface modulaire de Hilbert associe´e a` K.
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Les surfaces Z√d ont e´te´ intense´ment e´tudie´es, par exemple Hirzebruch, Van
de Ven et Zagier [HZ77] ont de´montre´ que Z√d est rationnelle exactement
pour d ∈ {2, 3, 5, 6, 7, 13, 15, 17, 21, 33}. Il existe aussi des tables donnant le
nombre et le type des singularite´s de Hirzebruch-Jung en fonction de d. Le
nombre de cusp est le nombre de classes de K, pour une exposition de´taille´e
des proprie´te´s de Z√d, se re´fe´rer a` [vdG88].
Dans son article [McQ08], McQuillan conside`re des surfaces un peu plus
ge´ne´rales.
De´finition 1.2. — Soit Γ un re´seau de PSL2(R)
2 non commensurable a` un
produit Γ1 × Γ2 de sous-groupes de PSL2(R). La surface XΓ = (H × H)/Γ
est compacte ou peut se compactifier en une surface projective comme
les surfaces pre´ce´dentes, c.-a`-d. par adjonction, a` chaque bout, d’un cycle
contractile de courbes rationnelles lisses. Les seules singularite´s de la surface
ainsi compactifie´e sont alors des singularite´s de Hirzebruch-Jung. Apre`s leur
de´singularisation, on obtient une surface lisse qu’on appelle surface modulaire
et note ZΓ.
Remarque 1.3. — Dire que deux sous groupes H,H ′ d’un groupe G sont
commensurables signifie qu’il existe g ∈ G tel que H ∩ gH ′g−1 soit d’indice
fini dans H et dans gH ′g−1.
D’apre`s les travaux de Margulis sur l’arithme´ticite´ des re´seaux, dans le cas
ou` XΓ n’est pas compact, le groupe Γ est commensurable a` un ΓK (dans
PSL2(R)
2).
De´finition 1.4. — Les feuilletages modulaires de ZΓ sont les images des
feuilletages verticaux et horizontaux de H2. On les note (FΓ,GΓ). Si ZΓ = ZK
est une surface modulaire de Hilbert, alors FΓ et GΓ sont appele´s feuilletages
modulaires de Hilbert et note´s FK et GK .
La principale source d’inte´reˆt pour les feuilletages modulaires et leur roˆle
dans la classification birationnelle des feuilletages, nous y reviendrons a` la
section 1.4.
Les feuilletages modulaires sont naturellement munis de structures trans-
versalement projectives.
1.2. Feuilletages transversalement projectifs, feuilletages de Riccati.
— La de´finition suivante est duˆe a` [LP07] et e´quivalente a` celle de [Sca´97].
De´finition 1.5. — Soit H un feuilletage de codimension 1 sur une varie´te´
complexe lisseM . Une structure transversalement projective (singulie`re)
pour H est la donne´e d’un triplet (pi,R, σ) consistant en
1. un P1-fibre´ pi : P →M ;
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2. un feuilletage holomorphe singulier R de codimension 1 sur P transverse
a` la fibre ge´ne´rale de pi et
3. une section me´romorphe σ de pi telle que H = σ∗R.
En pre´sence des conditions 1 et 2, on dit que R est un feuilletage de Riccati
sur le fibre´ pi.
De´finition 1.6. — SoientR un feuilletage de Riccati sur pi,D est un diviseur
de M tel que R|M\D est transverse aux fibres de pi|M\D et ∗ ∈ M \ D. Par
compacite´ des fibres, en relevant les lacets de M \D dans les feuilles de R, on
peut de´finir une repre´sentation pi1(M \D, ∗)→ Aut(pi−1(∗)). Si D est le plus
petit diviseur ayant cette proprie´te´, on l’appelle le lieu polaire de R et la
repre´sentation est appele´e repre´sentation de monodromie de R, l’image
de cette repre´sentation est le groupe de monodromie de R.
En pratique, on doit choisir une coordonne´e sur pi−1(∗) et la monodromie
est donne´e par des e´le´ments de PSL2(C).
De´finition 1.7. — Soient C1 ⊂ C2 deux hypersurfaces sur une varie´te´ com-
plexe lisse M et G un groupe. Si ρ : pi1(M \ C2) → G se factorise par
i∗ : pi1(M \ C2) → pi1(M \ C1) : ρ = ρ1i∗, on dit que ρ se re´duit a` M \ C1
et que ρ1 est une re´duction partielle de ρ. Si C1 est minimal pour l’inclusion
avec cette proprie´te´, on dit que ρ1 est la re´duction de ρ et que ρ1 est re´duite.
Si, de plus, M est simplement connexe, on appelle C1 le support de ρ.
Le re´sultat suivant explique notre inte´reˆt pour la notion de feuilletage trans-
versalement projectif.
Lemme 1.8. — Soit ZΓ une surface modulaire. Soit V le comple´mentaire
dans ZΓ des cycles de courbes rationnelles et des chaˆınes de Hirzebruch-Jung
apparus dans le processus de compactification/de´singularisation de XΓ. La pro-
jection H × H → XΓ donne, par restriction, le reveˆtement universel de V :
U → V. On y associe sa repre´sentation tautologique τ : pi1(V)→ Γ.
Soit τi la projection de τ sur le i-e`me facteur de PSL2(R)
2. Les feuilletages
FΓ|V et GΓ|V sur V posse`dent des structures transversalement projectives de
monodromies respectives τ1 et τ2.
De´monstration. — Il suffit de faire la preuve pour FΓ. Soient (u1, u2) les coor-
donne´es naturelles sur U ⊂ H×H. Soit σ = {z = u1} une section de P1×U →
U . En fixant (z, u) · γ = (γ−11 · z, γ−1 · u) pour tout γ = (γ1, γ2) ∈ PSL2(R)2
et tout (z, u) ∈ P1 × U , on de´finit une action proprement discontinue de Γ
sur P1 × U . Le quotient P = (P1 × U)/Γ est muni d’une structure de P1-fibre´
pi : P → X dont une section holomorphe σ˜ est induite par σ. De surcroˆıt, le
feuilletage de Riccati sur P1×U de´fini par dz = 0 passe au quotient et fournit
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un feuilletage de Riccati R de telle sorte que (pi,R, σ˜) soit une structure trans-
versalement projective pour la restriction de F˜Γ a` X. Par construction cette
structure a pour monodromie la projection τ1 de la repre´sentation tautologique
du quotient U/Γ.
Remarque 1.9. — On peut prolonger cette structure transverse (de fac¸on
singulie`re) a` tout ZΓ. Cela ne sera pas utilise´ ici, on remet cette discussion a`
un prochain travail.
On de´finit une relation d’e´quivalence naturelle entre feuilletages de Riccati.
De´finition 1.10. — Soit R et R′ deux feuilletages de Riccati sur P1×M →
M . On dit que R et R′ sont bime´romorphiquement e´quivalents s’il existe
une transformation de jauge me´romorphe
φ : P1 ×M −→ P1 ×M
(z, x) 7−→ (A(x) · z, x)
avec A :M 99K GL2(C) me´romorphe, de sorte qu’on ait φ
∗R = R′.
On note alors que les re´ductions des repre´sentations de monodromie de R
et R′ sont identiques.
Nous prendrons aussi en conside´ration la situation suivante.
De´finition 1.11. — Soient M et M ′ deux varie´te´s complexes projectives
lisses. On dit qu’un feuilletage de Riccati R sur le P1-fibre´ pi : P1×M →M est
tire´-en-arrie`re (rationnel) d’un feuilletage de Riccati R0 sur pi′ : P1×M ′ →
M ′ s’il existe une application rationnelle dominante φ : M 99K M ′ telle que
R = (Id× φ)∗R0. Dans le cas ou` M ′ est une courbe alge´brique, on dit que R
est tire´-en-arrie`re d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe.
Des feuilletages de Riccati apparaissent naturellement par projectivisation
de connexions plates : soit ∇ une connexion plate sur E un fibre´ de rang 2, le
feuilletage donne´ par ses sections horizontales induit un feuilletage de Riccati
R∇ sur P(E). On voit aise´ment que la monodromie de R∇ est alors de´duite
de celle de ∇ par composition avec la projection P : GL2(C) → PGL2(C) =
PSL2(C). La trace de ∇ et R∇ de´terminent ∇.
Pour se donner une connexion plate de rang 2, on peut utiliser une solution
alge´brique de l’e´quation de Painleve´ VI.
1.3. E´quation de Painleve´ VI et isomonodromie. — L’e´quation de
Painleve´ VI de parame`tres (θ0, θ1, θt, θ∞) est l’e´quation diffe´rentielle non
line´aire du second ordre suivante, on la note (PVI)θ.
d2q
d2t
=
1
2
(
1
q
+
1
q − 1 +
1
q − t
)(
dq
dt
)2
−
(
1
t
+
1
t− 1 +
1
q − t
)
dq
dt
+
q(q − 1)(q − t)
2t2(t− 1)2
(
(θ∞ − 1)2 − θ20
t
q2
+ θ21
t− 1
(q − 1)2 + (1− θ
2
t )
t(t− 1)
(q − t)2
)
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Si t0 ∈ C \ {0, 1}, les solutions q(t), t ∈ (C, t0) de (PVI) gouvernent les germes
de de´formations isomonodromiques a` un parame`tre (∇t)t∈(C,t0) de connexions
de rang deux de trace nulle avec 4 poˆles simples mobiles : x = 0, 1, t,∞ sur
C2 × P1 → P1. On entend par isomonodromie que les connexions plates
(∇t)t∈(C,t0) sont les restrictions d’une connexion plate a` poˆles simples ∇ sur
p : C2 × (C, t0)× P1 → (C, t0)× P1. Sous des hypothe`ses de ge´ne´ricite´ sur les
valeurs propres (±θi/2) des re´sidus de ∇t en x = i, i = 0, 1, t,∞, il y a une
bijection entre les telles de´formations (modulo transformations holomorphes
de fibre´s vectoriels) et les solutions de l’e´quation (PVI)θ, cf [IKSY91, section
3.4]. Cela peut eˆtre exprime´ par les formules suivantes.
Soit q(t) une solution de (PVI)θ et
p =
1
2
(
t(t− 1)
q(q − 1)(q − t)
dq
dt
+
θ0
q
+
θ1
q − 1 +
θt − 1
q − t
)
.
Alors, a` transformation holomorphe de fibre´ pre`s, la connexion plate ∇ cor-
respondante est donne´e par
∇q : O ⊕O −→ M1 ⊕M1[
z1
z2
]
7−→
[
dz1
dz2
]
−
[
βq/2 αq
−γq −βq/2
]
·
[
z1
z2
]
;
ou` les 1-formes me´romorphes αq, βq, γq ∈ M1 sont donne´es par les formules
ci-dessous.
ρ = 1− 1
2
(θ0 + θ1 + θt + θ∞);
α =
(
− (−ρ− θ0 − θ1 + qp+ 1− p) (−θ0 + 1− θ1 − p− θt + qp− ρ) t
2
(−x+ t) (−1 + ρ+ θ0 + θ1 + θt − qp+ pt) (−1 + t)
+
(−θ0 + 1− θ1 − p− θt + qp− ρ)
(
q2p− qp− ρ q + q − qθ0 − qθt + θt − qθ1
)
t
(−x+ t) (−1 + ρ+ θ0 + θ1 + θt − qp+ pt) (−1 + t)
+
(−p− θ1 + qp) t+ qθ0 − q2p+ qp− θt + ρ q + qθ1 + 1− ρ− q + qθt − θ0
(x− 1) (−1 + t)
)
dx
+
(
(−ρ− θ0 − θ1 + qp+ 1− p) (−θ0 + 1− θ1 − p− θt + qp− ρ)x2
(x− 1) (xp− 1 + ρ+ θ0 + θ1 + θt − qp) (−x+ t)
−
(−θ0 + 1− θ1 − p− θt + qp− ρ)
(
q2p− qp− ρ q + q − qθ0 − qθt + θt − qθ1
)
x
(x− 1) (xp− 1 + ρ+ θ0 + θ1 + θt − qp) (−x+ t)
+
(−1 + θ0 + ρ+ θ1 ) (−θ0 + 1− θ1 − p− θt + qp− ρ) px
(xp− 1 + ρ+ θ0 + θ1 + θt − qp) (−1 + ρ+ θ0 + θ1 + θt − qp+ pt)
− (q − 1) (−θ0 + 1− θ1 − p− θt + qp− ρ)x
(x− 1) (−1 + t)
)
dt;
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β =
(
θ0
x
+
(2 p+ 2 ρ− 2 qp− 2 + 2 θ0 + 2 θ1 + θt) t+ 2 q + θt − 2 qp− 2 ρ q + 2 q2p− 2 qθ1 − 2 qθt − 2 qθ0
(−1 + t) (−x+ t)
+
(2 p− 2 qp+ θ1 ) t− 2 qθ0 + 2 ρ+ θ1 − 2 + 2 θ0 + 2 q2p− 2 qθ1 − 2 qp− 2 ρ q + 2 q + 2 θt − 2 qθt
(x− 1) (−1 + t)
)
dx
+
(
− q (1− ρ− θ0 − θ1 − θt + qp)
t
+
p (θ1 + ρ+ θ0 − 1)
−1 + ρ+ θ0 + θ1 + θt − qp+ pt
+
(−2 p− 2 ρ+ 2 qp+ 2− 2 θ0 − 2 θ1 − θt) x+ 2 qp+ 2 ρ q − 2 q2p+ 2 qθ1 + 2 qθt + 2 qθ0 − 2 q − θt
(x− 1) (−x+ t)
+
(q − 1) (−θ0 + 1− θ1 − p− θt + qp− ρ)x+ (q − 1) (−θ0 + 1− θ1 − p− θt + qp− ρ)
(x− 1) (−1 + t)
)
dt;
γ =
(−1 + ρ+ θ0 + θ1 + θt − qp+ pt) (x− q) dx
(x− t) x (x− 1) −
(−q + t) (−1 + ρ+ θ0 + θ1 + θt − qp+ pt) dt
(x− t) t (−1 + t) .
Remarque 1.12. — Pour e´viter les proble`mes de coquilles pour les e´ventuels
utilisateurs de ces formules, on donne ces dernie`res dans une feuille de calcul
Maple sur la page web de l’auteur.
Le feuilletage de Riccati R sur P(C2)× ((C, t0)× P1) de´duit par projectivi-
sation de ∇q est donne´ par la 1-forme −dz+αq +βqz+ γqz2, ou` z ∈ C∪ {∞}
satisfait z = z1/z2. La coordonne´e z est choisie de sorte que,
– pour tout t1 voisin de t0, la restriction Rt1 de R a` t = t1 posse`de une
singularite´ en si = {(x, z) = (i, i)}, pour i = 0, 1,∞.
– l’indice de Camacho-Sad pour toute section locale invariante passant par
si est θi.
Apre`s cette normalisation seuls deux parame`tres de´terminent Rt1 : p(t1) et
q(t1) ; q(t1) est de´termine´ par le fait que (x, z) = (q(t1),∞) et s∞ sont les
seuls points de tangence entre Rt1 et z =∞.
Soit q(t) une fonction alge´brique qui satisfait l’e´quation (PVI)θ. Si
(q(s), t(s)) : C → P1 × P1 est une parame´trisation de cette solution, par
les formules ci-dessus, on en de´duit encore un feuilletage de Riccati sur le
P1-fibre´ trivial au dessus de C × P1 ; son lieu polaire est donne´ par la re´union
de x = 0, x = 1, x = t(s), x = ∞ et de fibres de C × P1 → C qui contiennent
des intersections entre x = t(s) et x = 0, x = 1, x =∞.
1.4. Strate´gie. — Dans la section 2, nous allons obtenir un feuilletage trans-
versalement projectif a` l’aide d’une solution alge´brique de (PVI) et montrer
qu’il s’agit d’un feuilletage modulaire.
Pour ce faire, nous emploierons la classification birationnelle des feuilletages
sur les surfaces par Brunella, McQuillan et Mendes. Nous en rappelons ici les
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aspects que nous utiliserons ; tout cela est de´crit dans [Bru00, chapters 8 and
9] a` l’exception du the´ore`me 1.15, cf [Bru03b] et [McQ08].
Cette classification fait intervenir deux invariants birationnels qu’on peut
associer a` un feuilletage holomorphe (X,F) sur une surface projective lisse : sa
dimension de Kodaira kod(F) et sa dimension de Kodaira nume´rique ν(F).
Soit (X˜, F˜) une de´singularisation de F , et v un champs de vecteurs
me´romorphe sur X qui engendre F˜ . Le diviseur canonique de F˜ est de´fini
comme KF˜ = OX˜(v∞ − v0) ou` v∞ est le diviseur des poˆles de v et v0 celui de
ses ze´ros. si KF˜ est pseudo-effectif, alors on peut calculer sa de´composition de
Kodaira nume´rique : KF˜
num
= P +N ; ou` P est un Q-diviseur nef et N est un
Q+-diviseur contractile dont les composantes irre´ductibles sont orthogonales
a` P , comme de´crit dans [Bru00, pp 101-102]. La dimension de Kodaira
nume´rique de F est alors de´finie par :
ν(F) :=


0 si P
num
= 0,
1 si P
num
6= 0 et P · P = 0,
2 si P · P > 0.
Si KF˜ n’est pas pseudo-effectif, on pose ν(F) := −∞.
La dimension de Kodaira de F est
kod(F) := limsupn
log(h0(X˜,KnF˜ ))
log(n)
∈ {2, 1, 0,−∞}.
On a pour tout feuilletage F :
(1) ν(F) ≥ kod(F).
On s’inte´resse au cas ν = 1. Dans ce cadre, re´pe´tons les re´sultats qui de´crivent
F en fonction de kod(F) ∈ {1, 0,−∞}.
The´ore`me 1.13 (McQuillan-Mendes). — Si F est un feuilletage re´duit
sur une surface projective lisse et kod(F) = 1 alors F est
1. un feuilletage turbulent,
2. une fibration elliptique non-isotriviale,
3. une fibration isotriviale de genre g ≥ 2 ou
4. un feuilletage de Riccati.
The´ore`me 1.14 (McQuillan). — Si F un feuilletage re´duit sur une sur-
face projective lisse tel que kod(H) = 0 alors ν(H) = 0.
The´ore`me 1.15 (Brunella-McQuillan). — Soit F un feuilletage holo-
morphe sur une surface projective lisse avec ν(F) = 1 et kod(F) = −∞
alors, a` transformation birationnelle pre`s, F est un feuilletage modulaire.
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Nous de´duisons de cela l’e´nonce´ suivant.
Proposition 1.16. — Soit F un feuilletage re´duit transversalement projectif
sur une surface projective X, tel que ν(F) = 1, dont une structure transverse
(pi : P1 × X → X,R, σ) a une monodromie non virtuellement abe´lienne. On
suppose aussi que R n’est pas birationnellement e´quivalent au tire´-en-arrie`re
d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe. Alors, a` transformation
birationnelle pre`s, F est un feuilletage modulaire.
De´monstration. — D’apre`s les e´nonce´s pre´ce´dents, il nous suffit d’exclure les
e´ventualite´s 1 − 4 donne´es dans le the´ore`me 1.13. Pour ce faire, on utilise
le lemme 1.17 qui montre que F a une unique structure transversalement
projective au sens de [LP07] et proce`de au cas par cas :
1. Si F est un feuilletage turbulent, alors il admet une structure transversa-
lement projective a` monodromie virtuellement abe´lienne (donne´e par des
automorphismes de la courbe elliptique sous-jacente), ce qui est exclu.
2. et 3. Il n’est pas donne´ par une fibration, sans quoi il aurait une inte´grale
premie`re me´romorphe f qui lui fournirait une structure de feuilletage
transversalement euclidien : dz = df , de monodromie triviale ; ce qui
n’est pas conforme a` nos hypothe`ses.
4. Le feuilletage F ne peut eˆtre un feuilletage de Riccati, puisque les feuille-
tages de Riccati sur X ont une structure transverse donne´e par une
feuilletage de Riccati birationnellement e´quivalent au tire´-en-arrie`re d’un
feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe, cf [LP07, section 3.1.].
Lemme 1.17 (Loray-Pereira). — Soit X une varie´te´ complexe projective
lisse. Si F est un feuilletage de codimension 1 sur X qui posse`de deux
structures transversalement projectives Σ = (P1 × X → X,R, σ) et Σ0
non-e´quivalentes au sens de [LP07], alors le groupe de monodromie de Σ
contient un groupe abe´lien d’indice ≤ 2 ou R est birationnellement e´quivalent
a` un feuilletage de Riccati tire´-en-arrie`re d’un feuilletage de Riccati au dessus
d’une courbe.
De´monstration. — La preuve utilise [Sca´97, Proposition 2.1], voir [LP07,
Lemma 5.4.]. Si on demande X projective dans les hypothe`ses, c’est notam-
ment afin de pouvoir trivialiser birationnellement le P1-fibre´ associe´ a` Σ0. Une
bonne partie de cette e´nonce´ persiste si X est une varie´te´ complexe lisse et le
fibre´ sous-jacent a` Σ0 est trivial ; nous y reviendrons au lemme 3.1.
Ainsi nous de´montrerons (the´ore`me 2.7) que le feuilletage F construit a` la
section 2 est un feuilletage modulaire FΓ en appliquant la proposition 1.16.
Dans la section 3 nous comprendrons plus en de´tails le groupe Γ.
UN EXEMPLE DE FEUILLETAGE MODULAIRE 11
2. Construction et e´tude d’un exemple
2.1. Une solution de l’e´quation de Painleve´ VI. — Conside´rons la
solution alge´brique de (PVI) suivante. Elle est parame´tre´e par s ∈ C = P1.
q(s) =
(
s6 + 15 s4 − 5 s2 + 45) s (s+ 1) (s− 3)2
(5 s6 − 5 s4 + 135 s2 + 81) (s+ 3) (s− 1)2 , t(s) = −
(s+ 1)3 (s− 3)3
(s− 1)3 (s+ 3)3 ,
θ0 = −5
6
, θ1 = −1, θt = −1, θ∞ = 1
6
.
C’est l’image de la solution te´trae`drale n˚ 6 de Boalch [Boa07] par une trans-
formation d’Okamoto, la transformation sδ ◦s∞ dans les notations de [LT08].
Une solution e´quivalente sous le groupe d’Okamoto a d’abord e´te´ donne´e par
[AK02].
Graˆce aux formules de la section 1.3 on obtient un feuilletage de Riccati R
sur P(C2) × C × P1 a` partir de cette solution. On notera (Rs) la famille des
restrictions de R aux niveaux de la projection P(C2)× C × P1 → C.
2.1.1. Monodromie de Rs. — On veut de´crire la repre´sentation de monodro-
mie r1 de Rs0 , pour s0 ∈ C ge´ne´ral. Soient x ∈ C ∪ {∞} une coordonne´e
sur P1. Soit P1t(s0) = P
1 \ {x = 0, 1, t(s0),∞} et ∗ ∈ P1t(s0). Choisissons
v,w, t, u ∈ pi1(P1t(s0), ∗) des lacets simples faisant le tour dans le sens direct
de x = 0, 1, t(s),∞ respectivement et tels que tuvw = 1.
Soit r : pi1(P
1
t(s0)
, ∗)→ PSL2(C). Soient T,U, V et W les images respectives
de t, u, v et w par un rele`vement de r a` SL2. Si r est irre´ductible (i.e. ne
posse`de pas de point fixe sur P1), alors elle est de´termine´e, modulo conjugaison
globale, par les traces de T,U, V,W, V W,WT et V T . Soit (Ts)s∈C la famille
de feuilletages de Riccati associe´e a` la solution te´tahe´drale n˚ 6 de Boalch et
r2 : pi1(P
1
t(s0)
, ∗)→ PSL2(C) la repre´sentation de monodromie de Ts0 .
Dans [Boa07, Tab. 2 p 93], Boalch donne les traces de matrices qui corres-
pondent a` r2 modulo l’action deMCG(S24), le mapping class group de la sphe`re
e´pointe´e quatre fois S24. L’action de MCG(S24) correspond a` l’ambigu¨ıte´ sur le
choix des lacets simples t, u, v, w ci-dessus, voir [Bir75, Theorem 1.9 p 30].
Le the´ore`me [IIS04, Theorem 2.3 p 6] (voir une autre preuve dans [Boa05, p
202]) dit que les traces des images de vw,wt et vt par r1 sont les meˆmes que
les traces de leurs images par r2. Si r = r1, la trace correspondant au lacet
faisant le tour de x = i est donne´e par 2cos(piθi). On en de´duit le tableau 1.
Table 1. Traces pour r1, modulo l’action de MCG(S24)
M V W T U VW WT V T
trace(M) −√3 −2 −2 √3 1 0 1
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D’apre`s [Chu99, Theorem 2.9], le groupe < V,W > est Zariski dense dans
PSL2(C) puisque, si tr(A) de´signe la trace d’une matrice A, on a
tr(V )2 + tr(W )2 + tr(VW )2 − tr(V )tr(W )tr(VW ) = 8− 2
√
3.
Un quadruplet qui donne ces traces est donne´ ci-dessous.
V0 =
[
−√3 −2−√3
2−√3 0
]
, W0 =
[
−1 −1−√3
0 −1
]
,
T0 =
[
−3 −2− 2√3
√
3− 1 1
]
, U0 =
[ √
3− 1 1
−2 +√3 1
]
.
L’action de MCG(S24) ne change pas l’image de la repre´sentation. Le groupe
de monodromie de Rs0 est donc < U0, V0,W0 >. Nous re´emploierons ces in-
formations a` la section 3.3.2.
2.1.2. Un feuilletage non tire´-en-arrie`re. — En vue d’appliquer la proposition
1.16, on va montrer ce qui suit.
Lemme 2.1. — Le feuilletage de Riccati R n’est pas birationnellement
e´quivalent a` un feuilletage de Riccati tire´-en-arrie`re d’un feuilletage de
Riccati au dessus d’une courbe.
De´monstration. — Proce´dons par l’absurde. Soit C une courbe compacte lisse.
Soient R∗ un feuilletage de Riccati sur P1 × (P1 × P1) → P1 × (P1 × P1)
birationnellement e´quivalent a` R, φ : P1×P1 99K C une application rationnelle
et R0 un feuilletage de Riccati sur P1 × C → C tel que (Id× φ)∗R0 = R∗.
On va e´tudier la restriction y = φs(x) de φ a` la valeur s du parame`tre de la
de´formation. L’application φs ne peut eˆtre constante pour un s ge´ne´rique, sous
peine de ne pas avoir de monodromie pour Rs. C’est donc que nous avons,
pour s ge´ne´rique, un reveˆtement ramifie´ φs : P
1 → C et que C = P1.
Soit ρ0 (resp. ρs) la repre´sentation de monodromie de R0 (resp. R∗s). On
a ρs = ρ
0 ◦ (φs)∗ = (φs)∗ρ0. Quitte a` re´duire ρ0 et a` remplacer ρs par une
re´duction partielle, on peut supposer ρ0 re´duite (de´finition 1.7). Soit {(qj)j}
le support de ρ0. Associons a` la repre´sentation ρ0 la liste (nj)j des ordres
des e´le´ments ρ0(αj) correspondants aux lacets simples αj autour des qj. Le
the´ore`me suivant donne la condition sous laquelle cette liste de´finit une struc-
ture orbifolde hyperbolique sur P1.
The´ore`me 2.2 (Poincare´). — Soient Σ une surface de Riemann, (ui)i∈I
une famille finie de points de Σ distincts deux a` deux et (mi)i∈I avec, pour
tout i, mi ∈ N∗ ∪ {∞}. Soit A((mi)i) = 2pi
(
2g(Σ) − 2 +∑i∈I (1− 1mi
))
;
ou` 1∞ := 0. Si A > 0 alors il existe un sous-groupe discret Γ de PSL2(R) tel
que H/Γ
hol.' Σ et tel que la me´trique sur H donne une me´trique singulie`re
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exactement aux (ui) avec les angles (
2pi
mi
) autour de ces points et l’aire de Σ
pour cette me´trique soit donne´e par A.
Comme ρs = (φs)
∗ρ0, il y’a, parmi les nj, nj0 = 6k, k ∈ N∗ et nj1 = ∞.
Comme ρ0 est irre´ductible (vu que ρs l’est, cf section 2.1.1) il y’a un troisie`me
nj non trivial : nj2 ≥ 2. Ainsi
A1 := A((nj)j) ≥ 2pi
(
−2 +
(
1− 1∞
)
+
(
1− 1
6
)
+
(
1− 1
2
))
≥ 2pi
3
,
et le the´ore`me ci-dessus nous fournit une me´trique singulie`re µ sur P1, d’aire
totale A1. L’aire A2 de P
1 pour φ∗sµ est dA1, ou` d est le degre´ de φs. Les points
singuliers de φ∗sµ sont de deux types : soit ils sont dans les fibres des points
singuliers de µ pour φs, soit des points ou` φs n’est pas e´tale au dessus d’un
point ou` µ n’a pas de singularite´.
Comme ρs = (φs)
∗ρ0, il n’y a que quatre points du premier type dont les
angles respectifs ne soient pas de la forme 2pi`, ` ∈ N∗. Leurs angles sont de
la forme (2api/6, 2bpi/6, 0, 0), ou` a, b ∈ N∗. Le reveˆtement φs se de´forme, vu
que le birapport t(s) des poˆles de Rs est non constant, et il y’a donc au moins
un point du second type, pour s ge´ne´ral. L’angle autour d’un point du second
type pour φ∗sµ est 2pir ou` r est son indice de ramification.
De plus, comme on peut le voir a` l’aide d’une triangulation ge´ode´sique
adapte´e,
A2 = 2pi
(−2 + (1− 1∞)+ (1− 1∞)+ (1− a6)+ (1− b6)+∑i(1− ri)) ou`,
pour tout i, ri ∈ N∗ correspond a` un point singulier d’angle 2piri. On a ainsi
dA1 = A2 ≤ 2pi(−2 + 2(1 − 0) + 2(1 − 16) + (1 − 2)) = 4pi3 . Comme 2pi3 ≤ A1,
on en tire d2pi3 ≤ 4pi3 ou encore d ≤ 2.
La famille (φs) est donc une famille de reveˆtements de degre´ 2 de P
1 par
lui meˆme, c’est donc une de´formation de x 7→ x2, consistant a` faire bouger
les points de ramification par rapport aux poˆles de R0. Vues les contraintes
de monodromie, on a ne´cessairement (nj)j = (2, 6,∞) et un des points de
ramification est fixe au dessus du point associe´ a` nj = 2, tandis que l’autre est
mobile.
La repre´sentation de monodromie de R0 est ainsi donne´ par A,B ∈ PSL2
avec A parabolique,B d’ordre 6 et AB d’ordre 2 ; une e´tude e´le´mentaire permet
alors de voir que ρs est donne´e par le quadruplet (A,B,A,B) modulo l’action
de MCG(S24). On peut alors voir, par calcul, que l’orbite de ce quadruplet
sous MCGpure(S24) est de taille 2, tandis que celle de (V0,W0, T0, U0) est de
taille 6, ce qui donne une contradiction. C’est une fac¸on alge´brique d’utiliser
que la solution de Painleve´ VI construite a` partir du reveˆtement double ci-
dessus n’a pas le meˆme degre´ que la solution qui nous inte´resse. Le lemme est
de´montre´.
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Remarque 2.3. — E´videmment ce type de me´thode peut s’appliquer a`
d’autres de´formations isomonodromiques, voir [Dia12].
2.2. Quotient. — On a trouve´ un groupe d’automorphismes d’ordre 4 pour
le feuilletage R introduit a` la section 2.1. A` l’aide du calcul formel, on a
de´termine´ une e´quation pour le feuilletage de Riccati quotient Rˆ.
Ce dernier est de´fini par la forme −dz+ αˆ+ βˆz+ γˆz2 sur P1× (P1×P1) avec
αˆ, βˆ et γˆ donne´s ci-dessous ou` on conside`re x, y et z comme des coordonne´es
affines sur P1,
αˆ = −5 x(3 y+1)(−y+3x)dx
(−y+27x2−6 x)(−2 y2−9 y+30 yx+9x2)
− 5
12
(18 y2x−10 y2+162 yx2−45 yx+81x3−18 x2)xdy
(−y+27 x2−6 x)y(−2 y2−9 y+30 yx+9x2)
,
βˆ =
(−75 y3x+12 y3−45 y2x2+54 y2−40 y2x−1212 yx2+810 yx3+265 yx+15x2−216 x3)dx
6(−y+27 x2−6 x)x(−2 y2−9 y+30 yx+9x2)
+
(1350 y4x−966 y4+17010 y3x2−4707 y3x−256 y3−17064 y2x2+2466 y2x)dy
72(−y+27 x2−6 x)y(−2 y2−9 y+30 yx+9x2)(3 y+1)
+
(49815 y2x3−428 y2−1845 yx−30780 yx3+14508 yx2+21870 yx4−5832 x4+1701 x3−90 x2)dy
72(−y+27x2−6 x)y(−2 y2−9 y+30 yx+9x2)(3 y+1)
et
γˆ =
(226800 y2x2−8325 y3x−67665 y2x+33 yx+2376 yx2−1080 x2+2593 y2+565 y−75 x+1875 y4−5033 y3)dx
720(−y+27x2−6 x)x(−2 y2−9 y+30 yx+9x2)
− (−7950 y
5+33750 y5x+104906 y4−374769 y4x−36450 y4x2−6169500 y3x2+776799 y3x+1322 y3)dy
1864(−y+27 x2−6 x)x(−2 y2−9 y+30 yx+9x2)y(3 y+1)
− (11524275 y
3x3−2426517 y2x3+7654500 y2x4+72945 y2x−71244 y2x2−4030 y2−951831 yx3+224028 yx2−17325 yx)dy
1864(−y+27x2−6 x)x(−2 y2−9 y+30 yx+9x2)y(3 y+1)
− (1968300 yx
5+801900 yx4−145800 x4−450 x2+14985 x3+393660 x5)dy
1864(−y+27x2−6 x)x(−2 y2−9 y+30 yx+9x2)y(3 y+1)
.
Pour montrer que Rˆ est le quotient annonce´, on va conside´rer le tire´ en
arrie`re R1 de Rˆ par le reveˆtement rev := (Id × Id × r) ou` r : P1 → P1 est
de´fini par r(s) = 4s
2
(s2−3)2 .
Dans cette situation Rˆ est le quotient deR1 par le groupe d’automorphisme
< s 7→ −s, s 7→ 3/s > du reveˆtement galoisien rev. Il suffit alors de montrer
ce qui suit.
Lemme 2.4. — Pour s ∈ P1 ge´ne´ral, il existe ψs ∈ Aut(P1) tel que (Id ×
ψs)
∗R1s soit birationnellement e´quivalent a` Rs, disons via φs(x). En particu-
lier, les re´ductions des repre´sentations de monodromie de Rs et Rˆr(s) sont les
meˆmes. De plus, (x, s) 7→ (φs(x), ψs) ∈ GL2(C)2 est une application ration-
nelle sur P1 × P1.
De´monstration. — Par calcul formel, l’automorphisme ψs est donne´ par le
changement de variable x = 6 s
2(s−1)3X−2 s(s−3)3
27 (s−1)3(s2−3)X+3 s(s−3)3(s2−3) ;
l’e´quivalence birationnelle de (Id × ψs)∗R1s avec Rs est alors donne´e par
z = A(X, s) ·Z pour A(X, s) = [ a bc d ] ou` a = ghw, b = vgf, c = hu et d = fe ; avec
f = s4 − 8 s3 − 6 s2 − 24 s+ 9;
g = 40 s
(
s2 − 3) (s2 + 3) (3Xs4 − s3 − 9Xs3 + 9Xs2 + 9 s2 − 3Xs− 27 s+ 27) ;
h = s7 + 11 s6 − 27 s5 + 75 s4 + 135 s3 + 405 s2 + 675 s+ 405;
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v = Xs7+5 s6+33 s5X−30 s5+15 s4+140 s3−125Xs3−45 s2+315Xs−270 s−135;
w = −s4+5 s3−3Xs3−3Xs2−3 s2+15Xs−9 s−9X ; e = −688905 s−688905 s2+
164025X + 1980315 s7 − 164025Xs− 6748110Xs4 − 3268962Xs7 + 7416630 s5X −
2262330Xs3 + 2310930Xs2 + 2489535 s4 + 2897775 s3 − 1357965 s6 − 3211245 s5 −
375 s15 + 25 s16 − 45 s16X + 3861 s13X2 + 5 s17X − 243 s15X2 − 1071 s14X2 +
298 s15X − 1602 s14X + 81 s16X2 − 54018 s12X + 172402 s11X − 360810 s10X +
1046682 s6X+504516Xs9+546372Xs8+9914 s13X+31725 s12X2−105687 s11X2+
185229 s10X2 + 242595 s6X2 − 270351 s9X2 − 54621 s8X2 + 789687 s7X2 −
3042225 s5X2 + 2139615X2s4 + 2465235X2s3 − 3575745X2s2 + 1191915X2s +
2225 s14 − 177525 s8 + 211365 s10 + 12765 s12 − 6575 s13 − 46675 s11 − 432795 s9 ;
u = −45927 s2+ 91044 s7 + 69984Xs− 476928Xs4+ 387936 s5X + 326592Xs3−
186624Xs2 + 157464 s4 + 30618 s3 − 53055 s6 − 121986 s5 + 768 s12X − 4032 s11X +
17664 s10X−138240 s6X−43104Xs9+46080Xs8−96 s13X+189 s12X2−378 s11X2−
5832 s10X2+128088 s6X2+13554 s9X2+17685 s8X2− 91044 s7X2− 101628 s5X2+
83511X2s4− 101250X2s3+97200X2s2− 51030X2s− 5 s14+10935X2− 42696 s8−
3093 s10 − 400 s12 + 70 s13 + 1250 s11 + 11292 s9.
On donne en ligne une feuille de calcul qui permet de ve´rifier ces assertions.
Dans la suite, on va conside´rer l’image R˜ de Rˆ par
P1 × (P1 × P1) 99K P1 × P2
([z : 1], ([x : 1], [y : 1])) 7−→ ([z : 1], [x : y : 1]).
2.3. Dimension de Kodaira nume´rique. — On choisit de s’inte´resser
au feuilletage F sur P2 dont la structure transverse est donne´e par notre
feuilletage de Riccati R˜ et la section z = 0. Ce feuilletage est ainsi donne´,
dans la carte affine (x, y) par la forme
ω = −12y(1+3y)(3x−y)dx+[(10− 18x)y2 − 9x(18x− 5)y − 9x2(9x− 2)] dy
Nous souhaitons de´cider si ce feuilletage est, a` transformation birationnelle
pre`s, un feuilletage modulaire au sens de la de´finition 1.2. Pour ce faire, on
emploie la proposition 1.16.
On va calculer la dimension de Kodaira nume´rique de F , pour cela
on de´singularisera F et donnera le diviseur canonique KF˜ du feuilletage
de´singularise´ F˜ . Comme l’e´tude de la section 2.3.2 le montrera, F˜ posse`de
un nombre fini de courbes rationnelles invariantes, ainsi KF˜ est pseudo-
effectif, d’apre`s Miyaoka ; cf [Bru00, chapter 7]. On pourra donc calculer la
de´composition de Zariski KF˜ = P +N .
D’apre`s un the´ore`me de McQuillan (voir [Bru00, Theorem 1 p 106]), pourvu
que F˜ soit relativement minimal, le support de N est bien connu : c’est la
re´union des supports des F˜-chaˆınes maximales.
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Les F˜-chaˆınes sont les courbes C de composantes irre´ductibles (Ci)i=1...r
telles que, pour tous i, j ∈ {1, . . . , r}, on ait
– Ci est une courbe rationnelle lisse invariante de F˜ ,
– Ci.Cj = 1 si |i− j| = 1,
– Ci.Cj = 0 si |i− j| > 1,
– Ci.Ci < −1,
– C1 contient une seule singularite´ de F˜ et, pour i ∈ {2, . . . , r}, Ci contient
exactement deux singularite´s de F˜ .
Pour un feuilletage re´duit, la condition de relative minimalite´ est une condi-
tion qui porte sur les courbes rationnelles invariantes de F˜ (cf [Bru00, chapter
5] ).
On voit que la compre´hension des courbes rationnelles invariantes de F est
un pre´liminaire a` la bonne re´alisation de notre objectif.
On sait que certaines composantes du lieu polaire de R˜ peuvent donner des
courbes invariantes pour le feuilletage, ce qui se ve´rifie pour les composantes
suivantes :
(2)


`1 : y = 0 ;
`2 : y +
1
3 = 0 ;
`∞ : la droite a` l’infini ;
R : − 127y + x2 − 29x = 0 et
V : −29y2 − y + 103 xy + x2 = 0.
Chacune de ces composantes est une courbe rationnelle lisse.
On calcule a` l’aide de Maple l’ensemble des points singuliers Σ = Sing(F)
du feuilletage F sur P2 et, pour tout p ∈ Σ, on calcule la partie line´aire
L(p) d’un champs de vecteurs a` ze´ros isole´s de´finissant F au voisinage de
p. Les singularite´s non-re´duites sont les e´le´ments p de Σ tels que L(p) = 0
ou bien tels que le rapport λ = λ(p) des valeurs propres de L(p) soit un
rationnel strictement positif. Ce sont ces singularite´s qu’il faut e´clater pour
de´singulariser le feuilletage F , cf [Bru00, chapter 1] .
On donne la liste des e´le´ments p de Σ et leurs proprie´te´s dans le tableau 2.
On donne un dessin de la configuration de nos courbes dans la figure 1. On y
place aussi les points singuliers qui, a` l’exception du point T , correspondent a`
des intersections de nos composantes de poˆle.
2.3.1. De´singularisation. — Par inspection de la figure 1, on voit que si p est
e´le´ment de {A,B,C,G, I} alors le feuilletage F a une singularite´ dicritique
en p. Comme λ = λ(p) ∈ N∗, en appliquant le the´ore`me de forme normale de
Poincare´-Dulac on obtient que, dans de bonnes coordonne´es (z, w) au voisinage
de p, le feuilletage est donne´ par le champ z∂z + (λw + εz
λ)∂w, avec ε = 0 ou
ε = 1.
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Table 2. Description des points singuliers
p λ e´le´ment de coordonne´es de p
A 1 `1, `2 et `∞ (u, v) = (0, 0)
B 2 V et `2 (x, y) = (5/9,−1/3)
C 2 R et `2 (x, y) = (1/9,−1/3)
D −2 R et `1 (x, y) = (2/9, 0)
E,F λ < 0 V et `∞ (u, v) = (15/2 ± 9/2
√
3, 0)
G 2 R et `∞ (s, t) = (0, 0)
H partie line´aire nulle V , R et `1 (x, y) = (0, 0)
I 3 V et R (x, y) = (1/3, 1)
T −4 `2 (x, y) = (2/9,−1/3)
On utilise sur P2 les cartes [x : y : 1] 7→ (x, y), [1 : u : v] 7→ (u, v) et
[s : 1 : t] 7→ (s, t).
Figure 1. configuration de courbes et positions des points
G
E
R
V
V
I
D
H
C T
B
F
∞l
1l
2l
A
De plus, le fait que la singularite´ soit dicritique impose ε = 0. A` l’aide des
formes normales, on peut alors voir que la singularite´ en p se re´sout par une
suite de λ e´clatements de diviseur exceptionnel une chaˆıne de courbes ration-
nelles Ch(p), dont seulement la dernie`re composante est transverse au feuille-
tage et d’auto-intersection −1, tandis que les autres sont d’auto-intersection
−2.
pour p = B,C,G, λ = 2 on appelle Dp la premie`re composante de Ch(p)
et Ep la dernie`re ; pour p = A, il n’y a qu’une composante a` Ch(p), qu’on
nomme DA et pour p = I, il y a trois composantes, la premie`re est appele´e
FI , la deuxie`me est appele´e DI et la dernie`re est appele´e EI .
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Soit X → P2 la de´singularisation de A,B,C,G, I de´crite ci-dessus. La
de´singularisation de H n’est pas aussi pre´visible. Toutefois, on voit, en calcu-
lant, que si on e´clate X enH, le feuilletage induit sur l’e´clate´ a trois singularite´s
sur le diviseur exceptionnel DH : une re´duite en H1 avec λ(H1) = −7/2, une
re´duite en H2 avec λ(H2) = −7/12 et une dicritique en H3 avec λ(H3) = 1. Il
suffit ensuite d’e´clater encore une fois en H3 pour de´singulariser le feuilletage,
le nouveau diviseur exceptionnel EH est alors transverse au feuilletage, tandis
que la transforme´e stricte de DH , qu’on note encore DH , est invariante par le
feuilletage.
On note P˜2 → P2 la de´singularisation comple`te ainsi obtenue et F˜ le feuille-
tage de´singularise´, on donne un dessin de´crivant cette de´singularisation dans
la figure 3, les singularite´s y sont repre´sente´es par des points. Dans la figure 2,
on donne un dessin plus e´pure´ qui indique les intersections entre les courbes
rationnelles invariantes par F˜ que nous connaissons. Le diviseur canonique
du feuilletage F est aise´ment calcule´ : F est de degre´ 3, si δ est une droite
ge´ne´rique de P2, alors KF = (3−1)δ = 2δ d’apre`s [Bru00, p 27]. Dans la suite
d’e´clatements on peut suivre ce que devient le diviseur canonique du nouveau
feuilletage, c’est l’objet du re´sultat suivant.
Proposition 2.5. — Soient pi : Y˜ → Y l’e´clatement d’une surface projective
lisse Y en un point p et E le diviseur exceptionnel. Soit H un feuilletage sur Y
et H˜ le feuilletage induit sur Y˜ . Soit a(p) l’ordre d’annulation d’une 1-forme
holomorphe ω, a` ze´ros isole´s, donnant le feuilletage H au voisinage de p.
– Si E est invariant par H alors KH˜ = pi∗(KH)− (a(p)− 1)E.
– Si E n’est pas invariant par H alors KH˜ = pi∗(KH)− a(p)E.
De´monstration. — Voir [Bru00, Chapter 2].
Signalons que si C est une courbe, pi∗(C) est la transforme´e totale de C
par l’e´clatement pi. On utilisera le nom des diviseurs de P2 pour de´signer leurs
transforme´es strictes par P˜2 → P2. Par utilisations successives de cette
proposition, on obtient KF˜ = 2 δ −DA −EB −EC −DH − 2EH −EG −EI .
Figure 2. Chaˆınes et cycles
F
I
D
I
1l
R
D
H
2l DB DC DG
V
∞l
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Figure 3. De´singularisation du feuilletage.
λ= −1/2
λ= −2/3
λ= −7/12
λ= −1/2
λ= −1/2
λ= −1/4 T
D
A
D
B
D
C
D
H
D
G
D
I
E
B
E
C
E
H
E
G
E
I
F
I
∞
l
1
l
2
l
V
R
V
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2.3.2. E´tude des courbes rationnelles invariantes. — Montrons maintenant
que F˜ est relativement minimal et que toute composante d’une F˜-chaˆıne est
e´le´ment de L = {`1, `2, `∞, V,R,DB ,DC ,DG,DH ,DI , FI}. Soit C0 une courbe
rationnelle invariante de F˜ qui n’appartient pas a` L. On de´finit des inconnues
pour le nombre d’intersections entre C0 et les diviseurs qui nous inte´ressent
dans le tableau 3.
Table 3. Intersections de C0 avec nos diviseurs.
D R V `1 `2 `∞ DA DB DC DH DG DI FI EH EB EC EI EG δ
D.C0 0 0 0 εT 0 nA εB εC εH εG 0 εI nH nB nC nI nG d
Le degre´ de l’image de C0 dans P2 est d. En appliquant le the´ore`me de Be´zout
et en utilisant notre connaissance de la de´singularisation du feuilletage, on
obtient les e´quations suivantes qui lient les intersections lues dans P2 et celles
lues dans P˜2.
(3)


E`1 : d = nA + 2nH + εH
E`2 : d = 2nB + εB + 2nC + εC + nA + εT
E`∞ : d = nA + 2nG + εG
ER : 2d = nH + εH + 3nI + εI + 2nG + εG + 2nC + εC
EV : 2d = 2nH + εH + 3nI + εI + 2nB + εB
D’autre part (cf [Bru00, Chapter 3]), l’auto-intersection de C0 peut eˆtre cal-
cule´e en fonction des εp a` l’aide des indices de Camacho-Sad (qui correspondent
aux λ(p)) : par la formule de Camacho-Sad, on a C20 = −12(εB + εC + εG) −
7
12εH − 23εI − 14εT . Comme les singularite´s sont re´duites, on doit avoir, pour
tout p, εp ∈ {0, 1}. De plus, comme l’auto-intersection de C0 est entie`re, les
configurations envisageables pour les εp se restreignent a` celles donne´es dans
le tableau 4 ou` l’on mentionne les valeurs de C20 qui y correspondraient.
Table 4. Auto-intersections envisageables pour C0.
n˚ εH εI εB εC εG εT C20
1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 1 1 0 −1
3 0 0 1 0 1 0 −1
4 0 0 1 1 0 0 −1
5 1 1 0 0 1 1 −2
6 1 1 0 1 0 1 −2
7 1 1 1 0 0 1 −2
8 1 1 1 1 1 1 −3
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Pour chacun de ces choix de (εp), on peut re´soudre le syste`me line´aire (3).
Seuls les choix n˚ 1, 4, 5 et 8 correspondent a` des solutions entie`res pour ce
syste`me. L’ensemble des solutions σ est alors un Z-module de rang deux.
Toutefois on peut donner encore deux contraintes sur les inconnues du syste`me
(3). Premie`rement, on peut calculer C20 en fonction de l’auto-intersection d2
de sa projete´e dans P2 et de la de´singularisation P˜2 → P2, en utilisant la
proposition suivante.
Proposition 2.6 (voir [GH78], p 187 et p 476). — Soient pi : Y˜ → Y
l’e´clatement d’une surface Y en un point p et E le diviseur exceptionnel.
1. Si C ⊂ Y est une courbe qui passe par p avec multiplicite´ m et si C˜ ⊂ Y˜
est sa transforme´e stricte alors C˜2 = C2 −m2.
2. De plus le diviseur canonique KY˜ de Y˜ est donne´ par KY˜ = pi
∗(KY )+E.
En appliquant successivement la premie`re proprie´te´, on obtient
(4) C20 = d2 − n2A − 3n2I − 2εInI − εI −
∑
p=B,C,G,H
((np + εp)
2 + n2p).
En appliquant la seconde proprie´te´ et en sachant KP2 = −3δ, on obtient :
K
P˜2
= −3 δ+FI+2DI+DC+DH+DG+DA+DB+2EB+2EC+2EG+2EH+
3EI . Deuxie`mement, on utilise la formule du genre : 0 =
1
2C0 · (C0 +KP˜2) + 1,
pour obtenir
(5)
0 = 1+
1
2
d2− 3
2
d+
1
2
nA+
3
2
nI−εInI− 1
2
n2A−
3
2
n2I+
∑
p=B,C,G,H
np(1−np−εp).
Pour chacun des choix n˚ 1, 4, 5 et 8 en injectant les valeurs des εp, la valeur de
C20 correspondante, ainsi qu’une parame´trisation de σ par (λ, β) ∈ Z2 dans (4),
on arrive a` parame´trer λ en fonction de β puis a` conclure en utilisant (5). Les
seules possibilite´s cohe´rentes sont alors celles donne´es dans le tableau 5. Dans
Table 5.
nH εH nI εI nB εB nC εC nG εG nA εT d
1 1 2 1 1 0 0 0 1 1 3 1 6
3 1 5 1 2 1 0 1 3 1 7 1 14
les deux cas, l’e´ventuelle courbe invariante C0 traverse plus de trois singularite´s,
ce qui indique qu’elle n’est pas dans une F˜ -chaˆıne, de plus son auto-intersection
est −3 ou −2, ce qui indique que le feuilletage F˜ est relativement minimal et
permet de conclure notre e´tude.
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2.3.3. De´composition de Zariski. — La description de la de´singularisation que
nous avons faite permet de donner, dans le tableau 6, la matrice de la forme
d’intersection sur P˜2 restreinte au sous-espace dont une famille ge´ne´ratrice est
S = (R,V, `1, `2, `∞,DA,DB ,DC ,DH ,DG,DI , FI , EH , EB , EC , EI , EG, δ).
D’apre`s la section 2.3.2, F˜ est relativement minimal et seuls des e´le´ments
de L entrent dans le support de la partie ne´gative N de la de´composition de
Zariski de KF˜ . Ainsi, les F˜ -chaˆınes maximales sont les suivantes : DH+R+`1 ;
DI + FI ; `2 ; DB ; DC et DG.
Le support de N est donc DG∪DC ∪DB ∪ `2∪DI ∪FI ∪DH ∪R∪ `1. Ainsi
N = aDG + bDC + cDB + d`2 + eDI + fFI + gDH + hR + i`1. Chacune des
composantes de ce support est orthogonale a` P
num
= KF˜ −N , ce qui donne un
syste`me d’e´quations line´aires simple qu’on re´sout :
N =
1
12
DH +
1
6
R+
7
12
`1 +
1
2
DG +
1
2
DB +
1
2
DC +
1
3
FI +
2
3
DI +
1
4
`2.
On voit alors que P
num
= KF˜ −N n’est pas nume´riquement trivial puisque
(KF˜ −N) · δ = 56 , puis on constate que P 2 = 0. Nous venons donc d’obtenir :
ν(F) = 1.
The´ore`me 2.7. — A` transformation birationnelle pre`s, le feuilletage F est
un feuilletage modulaire.
Table 6. Matrice de la forme d’intersection pour la famille S.

−4 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 2
0 −3 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 2
1 0 −2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 −4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1
0 2 0 0 −2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 −2 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −2 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −2 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −2 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 0
2 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


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De´monstration. — Il s’agit d’appliquer la proposition 1.16 a` F , ve´rifions en
les hypothe`ses. Une structure transversalement projective pour F est donne´e
par R˜. Par le lemme 2.4 et la section 2.1.1, nous savons que le groupe de mono-
dromie de R˜ est Zariski-dense donc non virtuellement abe´lien. Par la section
2.2, si R˜ e´tait birationnellement tire´-en-arrie`re d’un feuilletage de Riccati au
dessus d’une courbe, il en serait de meˆme pour R ; ce qui est exclu par le
lemme 2.1. Comme on vient de voir ν(F) = 1, on peut conclure.
3. Raffinements
On cherche a identifier pre´cise´ment le groupe Γ qui apparaˆıt dans la
construction de la surface modulaire sous-jacente a` F . Pour cela, on trouve
le feuilletage dual G de F et sa structure transversalement projective, puis
calcule les repre´sentations de monodromie pour la structure transverse de F et
celle de G. Par le corollaire 3.2 ci-dessous, le produit des deux repre´sentations
a pour image Γ.
Lemme 3.1. — Soit F un feuilletage holomorphe singulier sur une surface
projective lisse X. Soit D un diviseur sur X. Soient Σ = (P,R, σ) une struc-
ture transversalement projective pour F et Σ0 = (P0,R0, σ0) une structure
transversalement projective pour F|X\D.
Si la monodromie de R n’est pas virtuellement abe´lienne et F|X\D ne
posse`de pas d’inte´grale premie`re me´romorphe non constante, alors (P0,R0, σ0)
est bime´romorphiquement e´quivalent a` (P,R, σ)|X\D. En particulier R|X\D et
R0 ont meˆme repre´sentation de monodromie (apre`s re´duction).
De´monstration. — Comme X est projective, a` transformation bime´romorphe
pre`s, Σ est le fibre´ trivial sur X muni d’une e´quation de Riccati globale R :
dz = α + βz + γz2 et de la section triviale z = 0. D’autre part, d’apre`s
[LP07, Remark 2.3.], Σ0 peut eˆtre de´crite (bime´romorphiquement) par un
recouvrement d’ouverts (Ui) de X \D, des e´quations de Riccati (Ri) sur les
Ui et des transitions me´romorphes entre ces feuilletages, qui respectent les
sections z = 0.
Par changements de trivialisations me´romorphes au dessus des Ui, on peut
supposer Ri : dz = α + βz + γiz2 (voir [LP07, eq (2.5) p 728]). Alors les
transitions entre les Ri sont triviales : les 1-formes γi se recollent en une 1-
forme γ˜ me´romorphe sur X \D. Les triplets (α, β, γ) et (α, β, γ˜) donnent alors
deux structures transversalement projectives sur le fibre´ trivial pour F|X\D
et on est dans le cadre de la preuve du lemme 1.17. Ainsi, si γ 6= γ˜, soit il
existe une une inte´grale premie`re me´romorphe pour F|X\D, soit la monodromie
de R|X\D est virtuellement abe´lienne. Ces deux situations sont exclues par
hypothe`se.
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Corollaire 3.2. — Soit ZΓ une surface modulaire, F un des feuilletages mo-
dulaires sur ZΓ et D la re´union de ses courbes alge´briques invariantes. Si F
posse`de une structure transversalement projective Σ sur ZΓ a` monodromie non
virtuellement abe´lienne, alors la monodromie de Σ|ZΓ\D est une des projections
de la repre´sentation tautologique de ZΓ \D.
De´monstration. — Toutes les feuilles de F|X\D sont denses en vertu du
re´sultat de quasi-minimalite´ de [MP05] qui s’e´tend au cas ou` H2/Γ est
compact. En effet, les feuilles de F|X\D sont denses si la projection Γ1 de Γ
est dense, ce que nous allons de´montrer.
Par irre´ductibilite´ de Γ, graˆce a` [Shi63, Theorem 1], on sait que cette
projection ne peut eˆtre discre`te. Comme Γ est un re´seau de PSL2(R)
2, il est
Zariski dense, donc sa projection Γ1 aussi. Pour conclure, on utilise que tout
sous groupe Zariski dense de PSL2(R) est dense ou discret.
Par cette proprie´te´ de densite´, on obtient que les inte´grales premie`res
me´romorphes de F|X\D sont constantes. Par le lemme ci-dessus, la mo-
nodromie de Σ|ZΓ\D est donc celle de la structure transverse du lemme
1.8.
3.1. Feuilletage dual. — Le re´sultat suivant est connu, on l’utilise pour
chercher le feuilletage dual de F .
The´ore`me 3.3. — Soit ZΓ une surface modulaire.
1. Les feuilletages FΓ et GΓ sont minimaux au sens de [Bru00].
2. De plus, leur diviseur de tangence est re´duit et son support est la re´union
des chaˆınes de Hirzebruch-Jung et des cycles de courbes rationnelles.
De´monstration. — D’apre`s la discussion [Bru00, pp 134 − 135], les courbes
alge´briques irre´ductibles invariantes par FΓ sont seulement les composantes
des chaˆınes et cycles cite´s plus haut et, sur les cycles, la tangence entre les
feuilletages est simple et les singularite´s sont re´duites. Sur les chaˆınes de
Hirzebruch-Jung, le fait que les singularite´s soient re´duites et la tangence
simple peut se voir par un calcul aise´ a` l’aide de [Rie74, §3 pp 220− 223] qui
donne des descriptions locales explicites de H2 → XΓ et de la de´singularisation
de XΓ. Ainsi 2. est de´montre´.
Pour 1, il suffit de voir que FΓ est relativement minimal. En effet, d’apre`s
[Bru00, Theorem 1 p 75] et sa preuve, si FΓ est relativement minimal sans eˆtre
minimal, alors il est birationnellement un feuilletage de Riccati, le feuilletage
tre`s spe´cial de Brunella ou une fibration rationnelle, mais cela est exclu par
la classification birationnelle des feuilletages. Les composantes des chaˆınes et
des cycles sont d’auto-intersection infe´rieure a` −2 et FΓ est re´duit, il est donc
relativement minimal, ce qui donne 1.
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Par le point 1 du the´ore`me 3.3, comme F˜ est relativement minimimal, ce
qu’on a obtenu dans la section 2 est (P˜2, F˜) = (ZΓ,FΓ), pour un certain Γ ;
c’est la de´finition de la minimalite´. On se propose de de´terminer le feuilletage
G sur P2 qui correspond au feuilletage GΓ sur P˜2. Par le point 2 du the´ore`me
3.3, les feuilletages F et G ont un diviseur de tangence re´duit Tang, donne´
par le lieu polaire de la structure transverse de F , c’est a` dire de degre´ 7. De
plus, le diviseur de tangence de deux feuilletages sur P2 de degre´s d et d′ est
de degre´ d + d′ + 1. Comme F est de degre´ 3 on obtient que G l’est aussi.
Par un calcul affine, on voit que l’ensemble des feuilletages de degre´ 3 ayant
Tang − `∞ parmi leurs courbes invariantes est un pinceau (Ft)t∈P1 dont seul
un e´le´ment ne laisse pas invariant `∞. Ce pinceau est donne´ par ωt = Ptdx+
Qtdy ou` Pt = −12 (1 + 3 y) y (−2 ty − y − 10 t+ 36 tx+ 3x) et Qt = (−81− 162 t)x3 +
(−162 y + 756 ty + 18 + 306 t)x2 +
(
−36 y2t− 18 y2 + 45 y − 270 ty − 60 t
)
x+ 10 y (y + t).
On remarque que

s1 =
{
(x, y) =
(
10t
9(1+2 t) ,
20t(3 t−1)
3(1+2 t)2
)}
⊂ R et
s2 =
{
(x, y) =
(
10t(−9+2 t)
3(44 t2−96 t−9) ,
−100t2
44 t2−96 t−9
)}
⊂ V
sont deux singularite´s de Ft, cela va nous permettre de de´terminer le t tel
que Ft = G. En effet, comme GΓ n’a pas de singularite´ sur R et V en dehors
des intersections avec les autres courbes rationnelles invariantes, le t recherche´
doit eˆtre tel que s1(t) ∈ {C,D,G,H, I} et s2(t) ∈ {B,E,F,H, I}. La seule
valeur de t qui satisfasse ces deux conditions est t = 3/4, on a donc finalement
G = F3/4. On a trouve´ une involution holomorphe de P˜2 (voir section 3.2)
qui e´change F et G, ainsi une structure transversalement projective pour G,
unique d’apre`s le lemme 1.17, peut eˆtre obtenue en tirant en arrie`re celle de
F par (Id× σ).
3.2. L’involution . — Cette involution est donne´e dans la carte affine (x, y)
de P2 par :
σ : (x, y) 7→
(
3 y (3 y + 13) x− y (7 y + 9)
(135 y + 9) x− 3 y (3 y + 13) , y
)
.
On voit que c’est une transformation de de Joncquie`res.
On l’a de´couverte en e´tudiant les tangences entre le pinceau des droites
issues de A et les feuilletages F et G. C’est une transformation de jauge
me´romorphe du P1-fibre´ (x, y) 7→ y d’espace total l’e´clatement de P2 en A,
qui est holomorphe en dehors de {(y − 1)y = 0}. Quand on la conjugue par la
de´singularisation de F , on obtient une transformation holomorphe de P˜2 = Y˜Γ
qui e´change DI et FI ainsi que EI et {y = 1}. De meˆme, elle e´change `1 et
DH en fixant globalement EH et en re´alisant un automorphisme non-trivial
de R. Comme indique´ pre´ce´demment, cette involution e´change F et G.
26 GAE¨L COUSIN
3.3. Calcul de la monodromie des structures transverses. — On sou-
haite comprendre ici les repre´sentations de monodromie de R˜ et (Id× σ)∗R˜.
3.3.1. Groupe fondamental. — Un pre´alable a` notre calcul de monodromie
est la compre´hension du groupe fondamental du comple´mentaire d’une courbe
dans une surface. L’outil principal utilise´ pour cela est le the´ore`me topologique
suivant, duˆ a` Zariski et Van-Kampen :
The´ore`me 3.4. — Soit p : E → B un fibre´ localement trivial qui posse`de
une section s, avec E connexe par arcs. Soit b ∈ B et Fb sa fibre.
Le groupe fondamental de E est donne´ par la suite exacte scinde´e suivante
0→ pi1(Fb, b) i∗→ pi1(E, b) pi∗→ pi1(B, b)→ 0. La section est donne´e par s∗.
De´monstration. — Voir [Shi] ou [CA11, Theorem 2.1 p 170]
Pre´cisons l’action du facteur pi1(B, b) sur pi1(Fb, b) pour le produit semi-
direct pi1(B, b)n pi1(Fb, b) induit par cette suite exacte. Soit γ : [0, 1] → B un
lacet partant de b, γ∗E est un fibre´ localement trivial de base contractile, il
est donc trivialisable : γ∗E ∼= [0, 1] × Fb et tout lacet τ0 de Fb de point de
base b se de´forme continument en τt, un lacet de point de base γ(t) dans la
fibre Fγ(t). On de´finit ainsi une action de γ ∈ pi1(B, b) sur pi1(Fb, b) en posant
τ0 ·γ = τ1 ; c’est l’action qui intervient dans la structure de produit semi-direct
mentionne´e ci-haut.
Dans le cas ou` Fb est un disque e´pointe´, l’action correspond a` l’action d’une
tresse, comme indique´ dans la figure 4.
Figure 4. Action de la tresse σ2
1 2 3 4
1 2 3 4
Soit X
ψ→ P2 l’e´clatement de P2 en A (comme dans la figure 1) et E le
diviseur exceptionnel. On va travailler avec R˜′ = ψ∗R˜. Remarquons que X est
muni d’une structure de P1-fibre´ : X
pi→ E. Soit P le support de la monodromie
de R˜′, graˆce au lemme 2.4 on voit que E n’est pas une composante de P .
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Les composantes de P sont donc les transforme´es strictes des composantes
du lieu polaire de R˜ : trois fibres de pi, a` savoir `1, `2 et `∞, et les deux
coniques. Soit `I la fibre de I pour pi. Soit Q = P ∪ `I , X0 = X \ Q et
E0 = E \ Q, on voit que pi|X0 : X0 → E0 est un fibre´ topologiquement
localement trivial de fibre S24, la sphe`re prive´e de quatre points. De plus, ce
fibre´ admet une section, donne´e par E0 ; on a ainsi, par le the´ore`me ci-dessus,
une description du groupe fondamental de X0 comme produit semi-direct :
pi1(X
0, b) = pi1(Fb, b)o pi1(E
0, b).
Reste a` identifier de fac¸on effective les deux facteurs et l’action. Pour la
base on choisit les ge´ne´rateurs α, β, γ comme sur la figure 5, ou` l’on rapporte
les fibres a` l’ordonne´e y de leur point d’intersection avec {x = 0}. On choisit
pour Fb la transforme´e stricte de {y = 4} par l’e´clatement de P2 en A. On
choisit alors comme ge´ne´rateurs pour pi1(Fb, b) les lacets t, u, v, w comme sur
la figure 6, ou` l’on utilise l’abscisse x des points comme coordonne´e ; la seule
relation entre ces lacets est tuvw = 1.
Figure 5. Chemins de la base E0
 β
α 
τ yγ ˜
F
C F
D
F
I FG
a b
Figure 6. Lacets de la fibre Fb
t u v w
b
x
1 2 3 4
On identifie les points 1, 2, 3 et 4 de Fb avec les points 1, 2, 3 et 4 du disque
e´pointe´ quatre fois (figure 4), ce qui permet d’interpre´ter l’action de α, β et
γ a` l’aide de l’action du groupe de tresses B4. Comme on le voit sur la figure
4, B4 agit -a` droite par morphisme de groupe- sur (t, u, v, w) de la manie`re
suivante :
(6)


σ1 : (t, u, v, w) 7→ (tut−1, t, v, w)
σ2 : (t, u, v, w) 7→ (t, uvu−1, u, w)
σ3 : (t, u, v, w) 7→ (t, u, vwv−1, v)
Pour identifier les tresses associe´es a` α, β et γ, on doit e´tudier l’e´volution avec
λ ∈ [0, 1] des positions relatives des e´le´ments de P ∩ Fy(λ), pour diffe´rents
chemins y(λ) dans E0. Notons que si y(λ) est a` valeurs dans E0∩]0,+∞[,
alors tout point de P ∩ Fy(λ) est re´el ; l’e´tude se re´duit alors a` la lecture de la
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figure 1. Les difficulte´s proviennent donc des situations ou` y(λ) contourne ou
entoure FD, FI ou FG et se traitent localement.
Par des changements de variables locaux re´els de la forme (x˜, y˜) =
(ψ(x, y), φ(y)) avec φ croissante, on a les descriptions simples suivantes pour
P . Au voisinage de G, P : y˜(y˜ + x˜2) = 0 ; au voisinage de I, P : x˜(x˜+ y˜3) = 0
et au voisinage de H, P : x˜y˜(y˜ − x˜2) = 0.
De cette fac¸on, on voit que α agit comme la tresse σ2, que β correspond
a` la tresse σ63 et que l’action de γ = τ γ˜τ
−1 est celle de σ33 suivie de celle de
σ1σ2σ1 sur la fibre Fa de a, puis enfin suivie de l’action de σ
−3
3 .
Puisque des ge´ne´rateurs pour les facteurs sont donne´s par les familles
f = (α, β, γ) et g = (t, u, v, w), notre structure de produit semi-direct pour
pi1(X
0, b) nous fournit la description par ge´ne´rateurs et relations suivante :
pi1(X
0, b) =< f ∪ g|f−1i gjfi = gj .fi, tuvw = 1 > .
De manie`re explicite, l’ensemble des relations est le suivant.
(7) tuvw = 1
(8)


α−1tα = t
α−1uα = uvu−1
α−1vα = u
α−1wα = w
(9)


β−1tβ = t
β−1uβ = u
β−1vβ = (vw)3v(vw)−3
β−1wβ =
(
(vw)2v
)
w
(
(vw)2v
)−1
(10)

γ−1tγ =
(
tu(vw)−1
)
w
(
tu(vw)−1
)−1
γ−1uγ = tut−1
γ−1wγ =
(
t(wvw)−1(vw)2
)
t
(
t(wvw)−1(vw)2
)−1
γ−1vγ =
(
t(wvw)−1(vw)2t(wvw)−1
)
v
(
t(wvw)−1(vw)2t(wvw)−1
)−1
Par la relation (7) et le fait que pi1(E
0, b) agit par morphismes de groupe,
on peut de´duire une des quatre e´quations de (8), (9) ou (10) des trois autres.
On peut donc simplifier la pre´sentation en enlevant une e´quation de son choix
dans chacune des familles de relations (8), (9) et (10), par exemple la plus
longue, ce qui donne l’ensemble de relations suivant, ou` l’on a aussi applique´
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tu = (vw)−1 dans la relation γ−1tγ =
(
tu(vw)−1
)
w
(
tu(vw)−1
)−1
.
(11)


tuvw = 1
α−1tα = t
α−1vα = u
α−1wα = w
β−1tβ = t
β−1uβ = u
β−1vβ = (vw)3v(vw)−3
γ−1tγ = (vw)−2w(vw)2
γ−1uγ = tut−1
γ−1wγ =
(
t(wvw)−1(vw)2
)
t
(
t(wvw)−1(vw)2
)−1
D’apre`s le the´ore`me de Van Kampen sur le groupe fondamental de l’union de
sous espaces topologiques, pour avoir une pre´sentation du groupe fondamental
de X1 = X \ P , il suffit d’ajouter a` cette pre´sentation la relation β = 1. Ce
groupe est donc donne´ par les ge´ne´rateurs {α, γ, t, u, v, w} et les relations :
(12)


tuvw = 1
α−1tα = t
α−1vα = u
α−1wα = w
v = (vw)3v(vw)−3
γ−1tγ = (vw)−2w(vw)2
γ−1uγ = tut−1
γ−1wγ =
(
t(wvw)−1(vw)2
)
t
(
t(wvw)−1(vw)2
)−1
3.3.2. Monodromie. — On va de´crire la repre´sentation de monodromie
re´duite ρ : pi1(X
1, b) → PSL2(C) associe´e a` R˜′. Il nous suffira de la com-
prendre en restriction a` pi1(Fb) et a` pi1(E\P ) pour la comprendre globalement.
Remarquons que toute repre´sentation de l’un de ces groupes vers PSL2(C)
se rele`ve a` SL2(C) puisque ce sont des groupes libres. On pourra ainsi avoir
recours a` des raisonnements matriciels.
Dans P2, le pinceau des droites passant par A est le projete´ du pinceau de P1
de la de´formation isomonodromique initiale (Rs), en particulier la re´duction
de la monodromie de R˜′|Fb est la meˆme que celle d’un Rs (cf section 2.2).
Soient T,U, V,W les images respectives de t, u, v, w par un rele`vement de ρ a`
SL2.
On a vu a` la section 2.1.1 que, modulo conjugaison globale, (V,W, T,U) =
ε · (φ · (V0,W0, T0, U0)) pour un φ ∈ MCG(S24) et un changement de signes
ε ∈ {(εi) ∈ {±1}4|
∏
i εi = 1}. De plus, l’action de εφ sur les traces doit eˆtre
triviale. En particulier, φ doit induire une permutation de {1, 2, 3, 4} de la
forme (23)k(14)l.
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Soient b23 et b14 des e´le´ments de MCG(S24) qui induisent respective-
ment (23) et (14). Soit MCGpure(S24) le noyau de MCG(S24) → S4.
L’action de MCG(S24) sur les classes de conjugaisons de quadruplets
(V,W, T,U) ∈ SL2 tels que TUVW = 1, se de´crit par une action poly-
nomiale sur L = (tr(V ), tr(W ), tr(T ), tr(U), tr(V W ), tr(WT ), tr(V T )), cf
[Boa06, p 193]. Ainsi, on peut calculer et constater ce qui suit pour le 7-uplet
L0 associe´ a` (V0,W0, T0, U0).
MCGpure(S24) · L0 = b14MCGpure(S24) · L0 = ε0b23MCGpure(S24) · L0,
pour ε0 = (+,−,−,+) ; notons que chaque membre compte six e´le´ments, ce
qui correspond au degre´ de notre solution de (PVI).
Ainsi, projectivement et a` conjugaison globale pre`s,
(V,W, T,U) ∈ MCGpure(S24) · (V0,W0, T0, U0).
La monodromie de R˜′|E se rele`ve aussi en ρˆ a` SL2. Elle est aise´ment calcule´e
graˆce a` la connaissance des exposants : θ∞ = 0, θ1 = 112 , θ2 =
1
4 correspondant
respectivement a` `∞, `1 et `2. Soient A = ρˆ(α) et G = ρˆ(γ), on a tr(A) =
2 cos(piθ∞), tr(G) = 2 cos(piθ1) et tr(AG) = 2 cos(piθ2), ce qui de´termine une
repre´sentation vers SL2(C), unique modulo conjugaison et irre´ductible, d’apre`s
[Chu99]. Apre`s calcul, elle est donne´e par A =
[
1 0
−√3 1
]
et
G =
[ √
2
√
2
2 (
√
3 + 1)
√
2
2 (5− 3
√
3)
√
2
2 (
√
3− 1)
]
.
En utilisant la deuxie`me et la quatrie`me relation de (12), ainsi que le
fait que T soit parabolique, on voit que T et W commutent. Dans l’or-
bite MCGpure(S24) · (V0,W0, T0, U0), seuls deux quadruplets satisfont cette
condition, meˆme projectivement. En utilisant la troisie`me et la septie`me
relation de (12), on arrive a` voir que l’un d’eux ne peut correspondre a` notre
repre´sentation tandis qu’un seul repre´sentant de la classe de conjugaison du
second satisfait (12), il est de´crit ci-dessous.
U =
[ √
3− 1 1
−2 +√3 1
]
; V =
[
−1 + 2√3 1
−8 + 3√3 −√3 + 1
]
;
W =
[
1 0
−√3− 1 1
]
.
Le groupe < A,G,U, V,W > est un sous-groupe de PSL2(Z[ξ]) ou` ξ =
2cos( pi12 ) =
√
2
2 (1 +
√
3). Notons que Z[ξ] est l’anneau des entiers de Q[ξ] =
Q[
√
2,
√
3]. On remarque aussi que la repre´sentation ρ ne se rele`ve pas a` SL2.
Exactement la meˆme de´marche permet de de´terminer la monodromie de
la structure transverse du feuilletage dual G : vue l’involution, les images
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de v, w, t, u sont encore donne´s par un e´le´ment de l’orbite MCGpure(S24) ·
(V0,W0, T0, U0) et une seule trace de monodromie locale change : θ1 =
7
12 . La
repre´sentation obtenue est l’image de la pre´ce´dente par
√
3 7→ −√3.
Un examen plus approfondi donne le re´sultat suivant.
Lemme 3.5. — 1. Le sous-groupe Γ de PSL2(C) engendre´ par U , V , W ,
A et G est une extension de degre´ 2 de Γ√3 = PSL2(Z[
√
3]).
2. Ce groupe co¨ıncide avec le groupe modulaire e´tendu PGL+(Z[
√
3]) et,
par le plongement habituel, c’est un sous groupe discret maximal de
PGL+(R)2.
De´monstration. — 1. Le groupe PSL2(Z[
√
3]) est engendre´ par ses deux
sous-groupes de matrices triangulaires : T1 :=
{[
1 0
u 1
]
, u ∈ Z[√3]
}
et T2 :=
{[
1 u
0 1
]
, u ∈ Z[√3]
}
. L’isomorphisme
[
1 0
u 1
]
7→ u per-
met d’identifier T1 a` Z[
√
3], on voit ainsi facilement que T1 est engendre´
par les matrices A et W . De meˆme, les matrices H = G2AG−2 =[
1 12 + 7
√
3
0 1
]
et F = G2WG−2 =
[
1 19 + 11
√
3
0 1
]
engendrent T2,
puisque 12+ 7
√
3 et 19+ 11
√
3 sont des ge´ne´rateurs du Z-module Z[
√
3]
en vertu des identite´s suivantes :
1 = −11(12+7√3)+7(19+11√3);√3 = 19(12+7√3)−12(19+11√3).
Ainsi, le groupe < A,G,U, V,W > contient PSL2(Z[
√
3]).
D’autre part, G est le seul ge´ne´rateur non contenu dans PSL2(Z[
√
3])
tandis que G2 l’est, ce qui montre que < A,G,U, V,W > /PSL2(Z[
√
3])
se re´duit a` deux e´le´ments.
2. Dans un but de concision, on se re´fe`re librement a` [vdG88, I.4]. Dans
PGL2(R), la matrice G donne le meˆme e´le´ment que la matrice ξ ·G qui
est donne´e ci-dessous.
[ √
3 + 1 2 +
√
3
√
3− 2 1
]
Cette dernie`re a pour de´terminant ξ2 ∈ Z[√3] qui est totalement positif,
donc Γ est un sous groupe de Γˆ√3 = PGL
+(Z[
√
3]). De plus, Γ√3 est
d’indice 2 dans Γˆ√3, [vdG88, fin de la p. 11] ; comme on a les inclusions
Γ√3 < Γ < Γˆ√3, on en de´duit Γ = Γˆ√3. D’apre`s [vdG88], il existe,
parmi les sous groupes discrets de PGL+(R)2 contenant Γˆ√3, un e´le´ment
maximal ΓHM : l’extension de Hurwitz-Maass de Γ√3. L’indice de Γ√3
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dans ΓHM est donne´ par 2
t−1 ou` t est le nombre de facteurs premiers
distincts du discriminant D = 12 de Q(
√
3), cf [vdG88, p 13]. Ainsi
2t−1 = 2 et ΓHM co¨ıncide avec Γˆ√3.
3.4. La surface modulaire associe´e a` Z[
√
3]. — On de´duit de notre tra-
vail suffisamment d’informations sur la surface Z√3.
The´ore`me 3.6. — Un mode`le birationnel de la surface modulaire bifeuillete´e
(Z√3,F√3,G√3) est (P2,Fω1 ,Gτ1) ou`
ω1 = 6
(
3 v2 + 1
)
v
(
v2 + 9uv2 + 3u
)
du
+
(
(9u− 5) (9u− 2) (9u− 1) v4 + 9u
(
5 + 54 u2 − 30u
)
v2 + 9u2 (9u− 2)
)
dv.
τ1 = 6
(
3 v2 + 1
)
v
(
−8 v2 − 3 + 36 uv2 + 12 u
)
du
+
(
(9u− 5) (9u+ 1) (9u− 1) v4 +
(
3 + 486 u3 − 432 u2 + 45 u
)
v2 + 9u (9u− 2) (u− 1)
)
dv.
De plus, σ1 : (u, v) 7→
(
3 v2(36 v2+13)u−v2(20 v2+9)
9 (12 v2−1)(3 v2+1)u−3 v2(36 v2+13) , v
)
est une involu-
tion birationnelle de P2 qui e´change Fω1 et Gτ1 .
De´monstration. — D’apre`s le calcul de la monodromie des structures trans-
verses de F et G et le corollaire 3.2, on voit que l’on obtient la surface
(Y√3,F√3,G√3) comme reveˆtement double de (YΓ,FΓ,GΓ). Soit pi : Y√3 → YΓ
le reveˆtement en question.
Soit X l’e´clatement de P2 en A et E le diviseur exceptionnel, comme dans
la section 3.3.2. La fin de la de´singularisation de F donne un morphisme
φ : ZΓ → X et on note ψ : YΓ ˜99KZΓ la de´singularisation de YΓ. Soient P le
lieu invariant du feuilletage induit par F sur X, X1 = X \ (P ∪ E), Y 1√
3
=
Y√3 \ (pi ◦ ψ ◦ φ)∗(P ∪ E).
La compose´e pi ◦ ψ ◦ φ induit un reveˆtement e´tale pi1 : Y 1√
3
→ X1 qui est
de´termine´ par sa repre´sentation de monodromie :
pi1(X
1)
ε→ Γ/PSL2(Z[
√
3]) = Z/2Z.
D’apre`s le lemme 3.5, on voit que p : P1×P1 99K X, (u, v) 7→ (u, −v2
3v2+1
) induit
en restriction a` X1 un reveˆtement e´tale qui a exactement ε pour monodromie.
Ainsi on a un biholomorphisme T entre Y 1√
3
et P1 × P1 \ p∗(P ∪ E), tel que
p◦T = pi1. Comme p−1◦pi1 est une correspondance alge´brique, on en de´duit que
T se prolonge en une transformation birationnelle, de sorte que le diagramme
suivant commute.
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Y√3
pi1
((R
R
R
R
R
R
R
R
R
pi

T
//_______ P1 × P1
p




YΓ
ψ
//___ ZΓ
φ
// X
Ainsi, en pratique, le reveˆtement double qu’on utilise est p, ce qui permet de
de´duire le re´sultat.
Notons que Z√3 est un ”reveˆtement” interme´diaire entre le P
1 × P1 de la
de´formation isomonodromique initialeR et ZΓ puisque v(s) = −2
√−1s
s2+3 satisfait
−v(s)2
3v(s)2+1
= 4s
2
(s2−3)2 = r(s).
4. Conclusion
Dans une perspective plus ge´ne´rale, on peut se demander quelles solutions
(alge´briques) de l’e´quation de Painleve´ VI donnent des exemples inte´ressants
de feuilletages. L’inte´reˆt qu’on porte a` un feuilletage de Riccati R sur P1×X →
X peut provenir de la richesse de son groupe de monodromie (disons sa Zariski
densite´) et du fait qu’il ne soit pas birationnellement e´quivalent a` un tire´ en
arrie`re d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe (notamment en vue
du re´sultat susmentionne´ de Corlette-Simpson).
Signalons que notre exemple montre que l’action du groupe d’Okamoto
perturbe ces deux proprie´te´s. En effet, la monodromie du feuilletage de Riccati
H associe´ a` la solution te´trahe´drale n˚ 6 de Boalch est un groupe fini et, pour
cette raison, H est le tire´ en arrie`re d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une
courbe.
Dans le cas ou` R n’est pas obtenu par tire´ en arrie`re, Corlette et Simpson
montrent que la monodromie de R est de´finie sur un anneau d’entiers et l’esti-
mation du degre´ de son corps de fraction permet d’estimer la dimension d’un
”polydisk Shimura D-M stack” par lequel la repre´sentation factorise. Dans un
prochain travail, on donnera une e´tude syste´matique de ces proprie´te´s pour les
solutions alge´briques de la liste [LT08] et leurs transformations d’Okamoto.
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